DESKRIPTIVNI GEOMETRIE — ELEKTRONICKA SKRIPTA

CYKLICKE KRIVKY

Cyklické kiivky patii pfedev§im mezi technické kifivky. Maji bohatou historii. Prvni zminku
nachazime dokonce uZz u Ptolemaia, konkrétnéjsi studie pak v 17. stoleti v pracich Christiaana
Huygense. Pozdé&ji se jimi zabyvali dal$i vyznamni fyzici a matematikové napi. Newton, Leibniz,

Bernoulli, ale i architekti jako byl sir Christopher Wren.

Cyklické kiivky jsou rovinné kiivky. Cyklickou kiivkou nazveme trajektorii bodu pevné spojeného
s ,,kotalejici se “ kruznici (nebo pifimkou) po nehybné kiivce. Nehybnou kiivkou mize byt opét piimka

nebo kruznice.
Podle toho, ktera kiivka je pevna a ktera se kotali, rozliSujeme:

1) Cykloidy

kruznice po piimce

2.) Epicykloidy

kruznice po kruZznici s vnéjSim dotykem

3.) Hypocykloidy

kruZnice po kruZnici s vnitinim dotykem po vnitini strané

4.) Pericykloidy

kruznice po kruznici s vnitinim dotykem po vn¢j$i strané

5.) Evolventa

>0 O QP

pfimka okolo kruZnice

V nasledujicim textu se budeme jednotlivym kiivkdm vénovat podrobnéji.
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1. Cykloidy

Necht’ je dana pevna piimka p : y = 0 a hybna kruzZnice k(S;r = |ys|), tj. kruznice se piimky
dotykd v pocatku soustavy soufadnic 0[0,0]. Bod M, jehoz trajektorii budeme popisovat, lezi
V pocatecni poloze na polopiimce SO (viz obr. 1).

M° M’

Obr. 1

Pohyb kruznice po ptfimce miizeme popsat pomoci slozeni dvou shodnych zobrazeni:

= otocleni urCené sttedem S a uhlem —t, R(S; —t),

* posunuti uréené vektorem w = (rt,0), T(W).
Ozna¢me d vzdalenost bodu M od stfedu S, pak R(S; —t) popiSeme parametrickymi rovnicemi

x(t) = —d sint
y(t) = r—d cost ,t € R.

Posunuti T(W) je dano rovnicemi

x(t) = xq+71t
yit) = y, ,teR.

SloZenim dostdvame rovnice cykloidy:

x(t) = rt—d sint
y(t) = r—d cost ,t eR.
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Ukazky jednotlivych typt cykloid a jejich vytvateni 1ze nalézt v 3 GeoGebra modelu.

e Cykloidu nazyvame prostou, pokud d = r (obr. 2).

Obr. 2

e Cykloidu nazyvame prodlouZenou, pokud d > r (obr. 3).

Obr. 3

e Cykloidu nazyvame zkracenou, pokud d < r (obr. 4).

Obr. 4
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https://www.geogebra.org/m/D2dx7d6Z#material/TBU5GbGK

2. Epicykloidy

Necht’ je dana pevna kruzZnice [(0; ), kde 0[0; 0] a hybna kruznice k(S; p), kde S[r + p; 0].

Bod M zvolme na poloptimce 0S (obr. 5).

Obr. 5
Pokud vzdalenost bodu M od stiedu S kruznice k ozna¢ime d, pak soufadnice bodu M budou

M[r +p —d;0].
Epicykloidalni pohyb vznikd opét sloZzenim dvou shodnych zobrazeni, tentokrat:

= Rotace R(0; t), kterou zapiSeme maticovou rovnici
<x°) _ (cos t —sin t) _ (x)
y° sint cost y):

Stfed S se zobrazi na S'[(r + p) cost; (r + p)sint] = S’ a bod M bude mit po otoceni
soutadnice M°[(r + p — d) cost; (r + p — d) sint].

t , , . ..
= Rotace R(S " %), ktera ma maticovou rovnici

Tt
x’ _ p p X — xsl xsf
r)— .1t rt ' Yy =Yg + Ver) "
y sin— cos— s S
A protoze M° — S’ = (—d cos t; —d sint), dostdvame rovnice

x(t) = —dcost cos%t—dsint sin%+ (r+p)sint

y(t) = —dcost sin%t—dsint cos%t+(r+p)sint ,tER.
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Po uziti souctovych vzorcii pro tpravu dostdvame konecné rovnice:

x(t) = (r+p) cost — d cos T2t

y(t) = (r+p)sint—dsin% ,t ER.

« o . .y v - Ao T .
Pokud pomér poloméri pevné a pohyblivé kruznice £= - Jje racionalni ¢islo, kde A,k jsou
nesoudélnd Cisla, je epicykloida uzavienou kiivkou. Pohybliva kruznice ,,obéhne* pevnou kruznici

, , < . v AL " . v s
K-krat a A-krat se oto¢i kolem svého stiedu. Je-li - iracionalni ¢islo, kiivka je neuzaviena.

Ukazky jednotlivych typti epicykloid 1ze nalézt v pfislusném ¢ GeoGebra modelu.

e Opét rozliSujeme zkracenou epicykloidu, je-li p > d (obr. 6),

Obr. 6
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e aprostou epicykloidu, je-li p = d (obr. 7).

Obr. 7

Specialnimi piipady prosté epicykloidy jsou

kardioda (srdcovka), kde r = p (obr. 8) a nefroida, kde r = 2p (obr. 9).

9

Obr. 8 Obr. 9
x(t) = 2pcost—pcos2t x(t) = 3pcost —pcos3t
y(t) = 2psint—psin2t ,t R y(t) = 3psint —psin3t ,teR
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¢ A nakonec dostavame prodlouZenou epicykloidu, je-li p < d (obr. 10)

Obr. 10

3. Hypocykloidy

Necht’ je dana pevna kruznice [(0; 1), kde 0[0; 0] a hybna kruznice k(S; p), kde S[r — p; 0].

Bod M zvolme na poloptimee 0S (obr. 11).

Obr. 11
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Vzdalenost bodu M od stfedu S kruznice k ozna¢ime opét d. Soufadnice bodu M pak budou
M[r —p +d;0].

Hypocykloidalni pohyb vznika opét slozenim dvou shodnych zobrazeni:

= Rotace R(0; t), kterou zapiSeme maticovou rovnici
o o X
() =Gt cose) G
Stted S se zobrazi na S°[(r — p) cost; (r — p)sint] =S’ a bod M bude mit soufadnice
M’[(r —p+d)cost; (r — p +d)sint].
= Rotace R(S fy— %t), ktera ma maticovou rovnici
Tt
' X — Xg Xg!
(;) B _Sinpr_t COSE = G-yt Ga)
p p
A protoze M° — S’ = (d cost; d sint), dostdvame rovnice

x(t) = dcostcos%t+ dsintsin%t+ (r —p)sint

y() = —dcostsin%t+dsintcos%t+(r—p)sint ,t ER.

Po uziti souctovych vzorcii pro tpravu dostdvame konecné rovnice:

x(t) = (r—p) cost+dcosM

(r—p)sint—dsin(r_Tf))t ,t €R.

y(®)

Zda bude hypocykloida uzaviena ¢i ne, bude stejné jako u epicykloid zaviset na poméru poloméri
pevné a hybné kruznice. Podle polohy bodu M i vtomto pifipadé budeme rozliSovat 3 typy
hypocykloid:

e prodlouzena hypocykloida, je-li p < d (obr. 12),
e prosta hypocykloida, je-li p = d (obr. 13),
e zKkracena hypocykloida, je-li p > d (obr. 14).

Ukézky jednotlivych typt hypocykloid 1ze nalézt opét v piisluiném € GeoGebra modelu.
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Mezi zvlastni piipady prosté hypocykloidy patii Steinerova hypocykloida, tj.r = 3p (obr. 15)
a asteroida, tj.r = 4p (obr. 16).

\%

Obr. 16

x(t) = 2pcost+ pcos2t x(t) = 3pcost+ pcos3t
y(t) = 2psint+psin2t ,t R y(t) = 3psint+psin3t ,t R

Pokud r = 2p hypocykloidou je primér pevné kruznice, tedy usecka.
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4. Pericykloidy

Pevna kruznice [(O; 1) je uvniti hybné kruZznice k(S; p), jak je vidét na obr.17.

Obr. 17

rt

Pericykloidalni pohyb vznika slozenim rotaci R(O;t) a R(S 'y — p). Postupujeme stejné jako
u ptedchozich pohybti a po Gpravach dostaneme rovnice:

x(t) = (r—p)cost+dcos% ,

y(t) = (r—p)sint + dsin@ ,t ER.
Podrobnéji se pericykloiddm vénovat nebudeme, protoze kazdou pericykloidu mizeme vyjadrit

jako epicykloidu. Do rovnic pro epicykloidu

x(s) = (r'+p')coss—d’ sin%

y(s) = (r’+p’)sins—d’sin% ,SER

dopocitdme parametry

"= - I'= M = ﬂ = M
d'=p-m P p = S p
Uved'me si priklad (viz obr. 18):
pericykloida:r =3,p=5,d =5 epicykloida: ' =3,p' =2,d' = 2
x(t) = =2 cost+5cos% x(s) = 5(:055—2(:0552—5
y(it) = —251nt+551n% ,tER y(s) = SSins—Zsin% ,SER
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Ukazky jednotlivych typti pericykloid i jejich pfevedeni na epicykloidy lze nalézt opét v piislu-

Obr. 18

$ném € GeoGebhra modelu.

5. Evolventy

Evoventa je cyklicka kiivka, ktera patii zarovenn mezi spiraly. Kruznice k(0[0;0];r) je pevna

a primka p: x = r se po ni kotali (obr. 19). Evolventou je pak trajektorie bodu M|[r; 0].

Obr. 19
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Rovnice dostaneme sloZenim rotace R(0; t) a posunuti T(W(t)), kde w(t) = (M' — M®),tj. vektor
w(t) bude ménit smér i velikost v zavislosti na t. Vektor w(t) je smérovy vektor te¢ny v bodé M°

o velikosti rt. Odtud plyne, ze w(t) = (rtsint; —rt cost) a tudiz dostdvame rovnice evolventy:

x(t) = rcost+rtsint

y(t) = rsint —rtcost ,t € RY.

Popsana kiivka se nazyva prosta evolventa, nebot M € p. Bod M by mohl lezet mimo pfimku p,

pak bychom jako v piedchozich piipadech rozliSovali:

e Prodlouzenou evolventu (obr.20): x(t) = (r+d)cost+rtsint
y(t) = (r+d)sint—rtcost ,t € RY,

kded =xy —1r>0.

e Zkracenou evolventu (obr. 21): x(t) = (r—d)cost+rtsint
y(t) = (r—d)sint —rtcost ,t € R%,

kded =r—x,,>0.

Obr. 20 Obr. 21

Ukazky vytvateni evolventy a jejich typii 1ze nalézt v pislusném ) GeoGebra modelu.
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6. Zaver
S popsanymi kiivkami se muizeme setkat i v jinych souvislostech. Naptiklad prostou evolventu

dostaneme jako fez plochy tecen Sroubovice rovinou kolmou k ose Sroubového pohybu (obr. 22).

Rovnice plochy te¢en Sroubovice bodu A[3,0,0] v pravoto¢ivém Sroubovém pohybu s 0S0U 0 = z

a redukovanou vyskou zavitu v, = 2 jsou
x(t,s) = 3cost—3ssint
y(t,s) = 3sint + 3scost
z(t,s) = 2t + 2s ,tER,s € R.
Pro fez rovinou : z = 0 plati 2t + 25 = 0, tedy s = —t.
A tak dostdvame rovnice kiivky k:
x(t) = 3cost+ 3tsint

y(t) 3sint — 3tcost
z(t) = 0 ,tER,

coz jsou rovnice prosté evolventy V roviné m(x, y).

Obr. 22
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Jako zkracena, prosta nebo prodlouzena cykloida se miize zobrazit Sroubovice bodu A (obr. 23)

Obr. 23

Kdyz jste se nyni blize seznamili s cyklickymi kiivkami, doufam, Ze pfi pozorném sledovani svého

okoli zjistite, Ze nas obklopuji vic, nez jste si mysleli (viz fotografie).

Most pro pési Arganzuela

Parque de la Arganzuela, Madrid
Dominique Perrault Architecture, 2010
(foto: Dana Kolarova)
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